Verstandnis von Zusammenhangen im Analysisunterricht fordern

ANNIKA M. WILLE (ALPEN-ADRIA-UNIVERSITAT KLAGENFURT)

Im Analysisunterricht begegnen Schiilerinnen und Schiilern unterschiedliche mathematische Zusammenhinge, beispiels-
weise wie analytische Begriffe miteinander in Beziehung stehen oder auch Zusammenhénge zwischen unterschiedlichen
Interpretationen eines Begriffes. In diesem Beitrag wird die Unterscheidung zwischen relationalem und instrumentellem
Verstindnis nach Skemp (1976) auf die Analysis bezogen. Es werden Beispiele gezeigt, welche Lernschwierigkeiten
auftreten konnen und wie relationales Verstindnis im Analysisunterricht gefordert werden kann.

1. Zusammenhange in der Analysis

Schiilerinnen und Schiiler stehen im Analysisunterricht vor der Aufgabe, unterschiedliche analytische
Zusammenhidnge zu erkennen und zu erkldren, sowohl sprachlich als auch mit mathematischen Ver-
schriftlichungen. Weigand (2015, S. 264) beschreibt, dass zum Verstindnis eines mathematischen Begrif-
fes der Begriffsinhalt gehore, den Merkmale und Eigenschaften und deren Beziehungen ausmachen, der
Begriffsumfang, der beschreibt, welche Objekte unter diesen Begriff fallen, das Begriffsnetz, das durch
Beziehungen zwischen unterschiedlichen Begriffen entsteht, und Kenntnisse iiber Anwendungen sowie
Fahigkeiten im Umgang mit dem Begriff. Ebenfalls gehore die kritische Reflexion iiber Begriffsbildung
dazu. Hier wird ersichtlich, dass an vielen Stellen Zusammenhiinge eine wesentliche Rolle spielen: sei es
der Zusammenhang zwischen Merkmalen und Eigenschaften, der Zusammenhang zwischen Objekten,
die zu einem Begriff zusammengefasst werden kdnnen, der Zusammenhang zwischen Begriffen und der
Zusammenhang eines Begriffes zu Anwendungen dieses Begriffes. In der Schulanalysis sind zu lernende
Zusammhinge zwischen verschiedenen Begriffen beispielsweise der zwischen Differenzenquotient und
Ableitung, bzw. zwischen Ableitung und Integral. Der Zusammenhang zwischen dem Differenzenquo-
tienten, der Sekantensteigung, der mittleren Anderungsrate und der symbolischen Darstellung %}{(}(XO)
ist ein Beispiel fiir den Zusammenhang verschiedener Interpretationen eines Begriffes (vgl. Danckwerts
& Vogel 2006, S. 57 und S. 85).

Schiilerinnen und Schiiler konnen diese Zusammenhénge auf verschiedene Weise verstehen. Skemp
(1976) unterscheidet beispielsweise zwischen instrumentellem und relationalem Verstdndnis, wobei er
ersteres als ,rules without reasons™ beschreibt und letzteres als ,.knowing both what to do and why*
(ebd., S. 21). Dieses ,,why*, bzw. ,,Warum", wird im Folgenden im Fokus stehen. Ein Beispiel fiir instru-
mentelles Verstdndnis in der Schulanalysis ist, wenn eine Schiilerin oder ein Schiiler zwar die Ableitung
einer Polynomfunktion mit Ableitungsregeln ausrechnen kann, jedoch nicht weil3, was die Ableitung
ist. Dagegen gehort zum relationalem Verstindnis nicht nur das Ableiten mit Ableitungsregeln, sondern
zusitzlich die Fihigkeit, beispielsweise mit Hilfe des Steigungsbegriffes erkldaren zu konnen, wie die
Ableitung mit dem Differenzenquotienten zusammenhingt.

Skemp verwendet eine Metapher, die beide Arten von Verstdndnis veranschaulicht: Wenn jemand neu
in einer Stadt ist, hieBe instrumentelles Verstindnis nach einem festen Plan von Ort A nach Ort B zu
gelangen. Dies sei schnell zu lernen, aber unflexibel. Dagegen entspricht in diesem Beispiel der Auf-
bau von relationalem Verstdndnis, durch die Stadt zu gehen, um ein mentales Strafiennetz, bzw. eine
mentale Straflenkarte aufzubauen. Dies sei zeitaufwindiger, aber dafiir flexibler. Zu beachten ist, dass
beide Stadtbesucher durch die Stadt gehen, also sich nicht nur etwas iiber die Stadt erzdhlen lassen und
diese Erzihlung wiederholen. Die Ziele sind jedoch unterschiedlich: Der eine mdochte schnell zu Ort
B gelangen, der andere mochte etwas iiber Zusammenhinge in der Stadt erfahren. Ubertragen auf den
Analysisunterricht bedeutet dies, dass ein Lernender, der instrumentelles Verstindnis aufbaut, ebenso
wie ein Lernender, der relationales Verstiandnis entwickelt, mit mathematischen Verschriftlichungen um-
geht, wie beispielsweise mit Termen, Gleichungen und Graphen. Relationales Verstidndnis aufzubauen
erfordert jedoch, dass nach und nach ein ,,mentales Stralennetz der Schulanalysis™ entsteht, indem die
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oben genannten Zusammenhinge vom Lernenden hergestellt, erkannt und erklirt werden.

Wie kann nun der Unterricht gestaltet werden, um den Aufbau einer ,,schulanalytischen mentalen Stra-
Benkarte® zu fordern? Eine Moglichkeit ist, Reflexionen iiber den ,.,gegangenen Weg“ und dessen Ver-
bindungen zu anderen anzustofen. Dies kann durch Warum-Fragen an die Schiilerinnen und Schiiler
geschehen, wie beispielsweise, warum es in der Ableitung eine Nullstelle gibt, wenn in der Funktion ein
Extremum ist, warum die Integralfunktion etwas iiber den orientierten Fldcheninhalt aussagt oder auf
welche Weise Funktionsgraphen, Terme und Gleichungen zusammenhéngen.

2. Ein Projekt zur Analysis mit erdachten Dialogen

In den Schuljahren 2016/2017 und 2017/2018 wurde in einem Projekt der Autorin eine Methode unter-
sucht, die Reflexionsprozesse zum Aufbau von relationalem Verstiandnis in der Analysis anstofen soll-
te. Die Methode sollte den Lernenden ermdglichen, verbale Warum-Fragen stellen und beantworten zu
konnen. Ebenso sollten sie auch mathematische Terme, Gleichungen, Tabellen und Graphen aufschrei-
ben, umformen und in Beziehung setzen konnen. Und schlieBlich sollte es eine Einzelarbeit sein, damit
die Lehrkraft jede Schiilerin und jeden Schiilerin im Blick nehmen konnte. Diese Anforderungen werden
von der Methode der erdachten Dialoge erfiillt, die im Folgenden ausgefiihrt wird.

2.1. Erdachte Dialoge im Mathematikunterricht

Ein erdachter Dialog (siehe Abb. 1) ist eine schriftliche Einzelarbeit einer Schiilerin oder eines Schiilers.
Der Lernende schreibt dabei einen Dialog zwischen zwei Protagonisten auf, die sich iiber eine mathe-
matische Fragestellung unterhalten (Wille 2008, 2009, 2017a). Ein leichter Einstieg kann geschaffen
werden, wenn ein Anfangsdialog vorgegeben wird, den jeder einzelne fortsetzen soll (Wille 2007b).

Ein erdachter Dialog ist die schriftliche Fassung einer gedachten miindlichen Unterhaltung. Daher enthilt
er sowohl miindliche als auch schriftliche Aspekte. Bei dem Dialog in Abbildung 1 ist dies gut zu erken-
nen. Die schriftliche Form ermdglicht es der Schiilerin, Formeln aufzuschreiben oder Terme umzufor-
men. Gleichzeitig kann sie dies aber auch kommentieren, wie beispielsweise mit der Erkldrung:

»Genau, stell dir ein Steigungsdreieck mit 1 riiber und k rauf. Damit ich zum Punkt x; kom-
me, brauch ich das + ein Stiickerl, das man k nennt.”

Diese Sitze zeigen, obwohl sie geschrieben sind, einen hohen Grad an konzeptioneller Miindlichkeit
(vgl. Koch & Osterreicher 1985) auf, da hier ein Protagonist etwas zum anderen ,,sagt”.

Die Dialogform hat eine weitere Folge: Beim Schreiben eines erdachten Dialogs befragt sich die Schiile-
rin oder der Schiiler selbst und antwortet auch auf sich selbst. Das ermoglicht, dass der Schreibende
Warum-Fragen stellt und diese zu beantworten versucht. Es konnen auf diese Weise Lerngelegenheiten
zum Aufbau von relationalem Verstindnis entstehen. Ist es der Lehrkraft wichtig, dass die Schiilerin-
nen und Schiiler sich mit einer speziellen Warum-Frage beschiftigen, so kann diese Frage bereits im
Anfangsdialog gestellt werden. In der Regel greift ein Schreibender die Fragen des Anfangsdialoges auf.

Da das Schreiben eines erdachten Dialoges eine Einzelarbeit ist, erhélt die Lehrkraft einen Einblick in die
mathematischen Vorstellungen und Fihigkeiten jeder einzelnen Schiilerin, bzw. jedes einzelnen Schiilers.
Teile von erdachten Dialogen konnen schlieBlich wieder in den Unterricht mit einflieBen, zum Beispiel,
indem mit ihrer Hilfe Lernschwierigkeiten angesprochen werden, oder auch, indem eine gute Erklidrung
in der Sprache der Schiilerinnen und Schiiler an einen Merksatz der Lehrkraft ankniipft.

Als Anlésse fiir einen erdachten Dialog sind zum einen Reflexionen in Sicherungsphasen méglich. Zum
anderen kann ein erdachter Dialog auch bei der Erarbeitung eines neuen Lerninhaltes eingesetzt wer-

' Das Verstandnis von Mathematik, bzw. von mathematischen Begriffen wurde in der Literatur auf unterschiedliche Weise the-
matisiert: So unterscheidet beispielsweise Sfard (2008) ,talking about objects” und ,talking about processes®. Andere Unter-
scheidungen zwischen prozeduralem und konzeptionellem (oder operationellem und strukturellem) Verstéandnis werden bei-
spielsweise bei Hiebert & Lefevre (1986) und Gray & Tall (1994) ausgefiihrt. Um genauer die Warum-Fragen der Lernenden
zu betrachten, stehen im Folgenden Skemps Unterscheidung und seine Metapher des mentalen StraBennetzes im Fokus.
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Abbildung 1: Der erdachte Dialog einer Schiilerin einer 11. Jahrgangsstufe.

den, indem sich zunichst jede und jeder als Einzelarbeit mit einer Fragestellung beschiftigt (vgl. Wille
(2017b) fiir Beispiele von Anfangsdialogen zum Reflektieren und Erarbeiten, die an den eigenen Unter-
richt angepasst werden konnen).

2.2. Das Projekt in den Schuljahren 2016/2017 und 2017/2018

Im Schuljahr 2016/2017 an einem Gymnasium in Graz und im Schuljahr 2017/2018 an einem Gymnasi-
um in Villach wurden erdachte Dialoge im Analysisunterricht in insgesamt vier Klassen der Jahrgangs-
stufe 11 und einer Klasse der Jahrgangsstufe 12 eingesetzt. Dabei passten die Lehrerinnen und Lehrer
verschiedene Vorlagen von Anfangsdialogen an Thren Unterricht an, wie beispielsweise die folgende:

Zwei Schiilerinnen oder Schiiler unterhalten sich. Wir nennen sie einfach S1 und S2. Fiihre

ihren Dialog fort.

SI: Hallo, kannst du mir etwas erkldren?

S2: Ja, natiirlich. Was mochtest du wissen?

S1: Wir hatten doch im Unterricht ..................... besprochen. Was genau
sollte das sein? Und ich meine jetzt nicht allein, wie ich es rechne.

S2: Am besten zeige ich dir ein Beispiel. Daran kann ich es gut erkléren.

SI: Vielen Dank! Sei aber gefasst darauf, dass ich viele Warum-Fragen stellen
werde!

Diese Vorlage wurde von einem Lehrer fiir seinen Unterricht auf die folgende Weise angepasst:

Zwei Schiilerinnen oder Schiiler unterhalten sich. Wir nennen sie einfach S1 und S2. Fiihre
ihren Dialog fort.
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SI: Hallo, kannst du mir etwas erkldren?

S2: Ja, natiirlich. Was mochtest du wissen?

S1: Wir hatten doch im Unterricht den Differenzenquotienten in unterschiedlichen
Anwendungsaufgaben besprochen. Ich kann ihn immer ausrechnen. Aber ihn
dann im Kontext interpretieren und die richtigen Einheiten verwenden, da ma-
che ich immer Fehler.

S2: Eigentlich kommt es da immer nur auf einige Schliisselworter drauf an, die
Einheit des Ergebnisses kann man sich auch ganz leicht iiberlegen. Am besten
zeige ich dir ein Beispiel. Daran kann ich es gut erkldren.

S1: Vielen Dank! Sei aber gefasst darauf, dass ich viele Warum-Fragen stellen
werde!

In allen Klassen bis auf eine Klasse der 11. Jahrgangstufe beantworteten die Schiilerinnen und Schiilerin-
nen, nachdem sie ihren erdachten Dialog geschrieben hatten, zusétzlich die Frage: ,,Was ist mir wihrend
des Schreibens dieses Dialoges bewusst geworden?*

In diesem Artikel sind die erdachten Dialoge einer Klasse der 11. Jahrgangsstufe im Fokus, welcher der
oben genannte Anfangsdialog zum Differenzenquotienten zur Fortsetzung gegeben wurde. Aus dieser
Klasse setzten 17 Schiilerinnen und Schiiler den Anfangsdialog fort.

Die erdachten Dialoge der Schiilerinnen und Schiiler wurden mit gemischt deduktiv-induktiver Kategori-
enbildung (vgl. Mayring 2010) auf drei Fragestellungen hin analysiert, welche Warum-Fragen die Schiile-
rinnen und Schiiler stellen, welche Teildialoge Hinweise auf instrumentelles und relationales Verstdnd-
nis geben und welche Lernschwierigkeiten sichtbar werden. Die Riickmeldungen der Schiilerinnen und
Schiiler wurden mittels induktiver Kategorienbildung und der Fragestellung, was den Schiilerinnen und
Schiilern wdihrend des Schreibens bewusst wurde, untersucht.

3. Einblicke in die erdachten Dialoge der Schiilerinnen und Schiiler

Im Folgenden werden Einblicke in die erdachten Dialoge und Riickmeldungen der Schiilerinnen und
Schiiler beziiglich der oben genannten Fragen gegeben. Dabei kann nicht angegeben werden, ob es sich
jeweils um den Text einer Schiilerin oder eines Schiilers handelt, da die Autorin die Texte in anonymi-
sierter Form erhielt. Es wird daher der Begriff ,Lernender sowohl fiir eine Schiilerin als auch einen
Schiiler verwendet.

3.1. Warum-Fragen

Alle Schiilerinnen und Schiiler dieser Klasse bis auf zwei stellen in ihrem erdachten Dialog explizite
Warum-Fragen oder sie verfassen Erkldrungen, die als Antworten auf Warum-Fragen verstanden werden
konnen. Bezogen auf Skemps Metapher des ,,mentalen StraBennetzes” nennen die Schiilerinnen und
Schiiler Warum-Fragen, die sich vor allem auf ,,Orte der Karte* beziehen, zum Teil in Abgrenzung zu
anderen ,,Orten”. Andere Warum-Fragen beziehen sich hauptsichlich auf ,,Straen, bzw. ,,Wege der
Karte*, indem ein konkreter Weg abgeschritten und dabei erklirt wird.

Zu Warum-Fragen, die vor allem Orte betreffen, gehdren Warum-Fragen, die sich auf Begriffskldrun-
gen beziehen. Beispielsweise schreibt ein Lernender (siehe Abb. 2, links, fiir den handgeschriebenen
Dialog?):

,.91: Gut, ich habe soweit alles verstanden, bis auf das letzte. Warum wird er mittlere
Anderungsr. und nicht nur Anderungsr. genannt?

S2:  Weil, er nur (sozusagen) den Durchschnitt bzw. Mittelwert von etw. bestimmtes an-
gibt und nur Anderungsrate hinzuschreiben wiire ein groBer Fehler, da man hier schon
vom Differentialquotienten spricht.

S1: Ah ok. Ja, das ist nun verstiandlich.*

2 Etwaige orthographische Fehler in den erdachten Dialogen und in den schriftlichen Riickmeldungen wurden nicht korrigiert.
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In diesem Dialog wird mit der Warum-Frage der Begriff , mittlere Anderungsrate’ dem Begriff ,,Ande-
rungsrate™ kontrastierend gegeniibergestellt und auch die Begriffe ,,Durchschnitt”, , Mittelwert* und ,,Dif-
ferentialquotient” eingeordnet. Dabei wird kein konkreter ,,Weg beschritten®, beispielsweise durch Um-
formen von Termen oder durch Manipulationen von Graphen.

In anderen Dialogen geht es ebenso um Begriffskldrung, jedoch wird nicht in erster Linie ein anderer
,Ort“ wie der Differentialquotient gegeniibergestellt, sondern der ,,Ort* selbst wird néher erkundet, indem
es um die Frage geht, warum sich die mittlere Anderungsrate oder der Differenzenquotient auf einen
Zeitraum bezieht und nicht auf einen Zeitpunkt. Ein Lernender (siche Abb. 2, rechts) schreibt:

,S1: Aber warum berechnen wir die mittlere Anderung der Geschwindigkeit in einem
gewissen Zeitraum und nicht zu einem gewissen Zeitpunkt?

S2: Bei einem Differenzenquotient handelt es sich immer um einen Zeitraum. Wen man
etwas zu einen bestimmten Zeitpunkt wissen mochte, muss man den Differentialquo-
tient berechnen.”

Die Antwort auf die Warum-Frage bezieht sich hier nur auf den Differenzenquotienten, bei dem es sich
Jmmer um einen Zeitraum handelt, ohne ausreichend das Warum zu kldren. Insbesondere wird kein
,,Weg beschritten”. Wie dies moglich ist, kann bei einem anderen Dialog beobachtet werden: Zunéchst
wird im Dialog eine konkrete Durchschnittsgeschwindigkeit mit Hilfe des Differenzenquotienten 5'423;5‘12
bei einem selbstgewihlten Beispiel berechnet (siche Abb. 4). Im weiteren Verlauf des Dialoges beziehen
sich die Protagonisten bei der Beantwortung einer Warum-Frage auf diese Berechnung (siehe Abb. 2,
unten):

»32: Nehmen wir wieder unser Beispiel mit den Bungee-Jumper. Der Differenzenquotient
betrdagt 25 m/s d.h. dass er im Mittel 25 Meter pro Sekunde zuriicklegt.

S1: Warum?

S2:  Weil das Ergebnis sich nicht um einen Zeitpunkt handelt. Wir dividieren einen Weg
durch eine Zeitspanne: keinen Zeitpunkt und deshalb spricht man vom Durchschnitt.

S1: Beim Differenzenquotienten wird das ganze Zeitintervall abgedeckt und deshalb
spricht man vom Durchschnitt oder?

S2:  Genau. Der Springer legt in den einzelnen Sekunden nicht den gleichen Weg zuriick.

S1: Jetzt versteh ich den Differenzenquotienten. Vielen Dank fiir deine Hilfe

S2: Kein Problem. War mir ein Vergniigen.*

In einem weiteren erdachten Dialog wird nicht ein Begriff einem anderen gegeniibergestellt, sondern in
Verbindung gebracht. Ein Lernender schreibt:

»31: Wir haben den Differenzenquotienten auch geometrisch gedeutet und dabei hat un-
ser Lehrer gesagt, dass der Differenzenquotient gleich der Steigung der Sekanten-
funktion ist. Aber warum und was bedeutet das eigentlich?

Im weiteren Verlauf (siehe Abb. 3) wird diese Frage ausfiihrlich mit Hilfe von Termen und Graphen
beantwortet. Im Sinne der Metapher wird also ein ,,Ort*, der Differenzenquotient, verbunden mit einem
anderem ,,Ort”, der Steigung der Sekantenfunktion, indem ,,Wege beschritten werden®, also konkret mit
mathematischen Verschriftlichungen umgegangen wird, und diese erldutert werden.

Bei einem anderen Teil von Warum-Fragen der Schiilerinnen und Schiiler geht es vor allem um die ,,We-
ge* im ,,mentalen Straennetz”. In einem erdachten Dialog wird beispielweise ein konkretes Ausrechnen
hinterfragt:

»Warum muss ich die zuriickgelegten km mit einer Differenz berechnen?

Die meisten Fragen dieser Art nehmen Bezug auf die Einheiten und warum sie wie berechnet werden.
So stellt beispielsweise ein Protagonist die Frage:

,»Warum konnte ich nicht statt °C/h, h/°C schreiben?*
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Abbildung 2: Ausschnitte aus erdachten Dialogen, bei denen sich Warum-Fragen auf Begriffskldarungen
beziehen.
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Abbildung 3: Ausschnitt aus einem erdachten Dialog, bei dem sich eine Warum-Frage auf den Zusam-
menhang zwischen Differentialquotient und Steigung der Sekantenfunktion bezieht.
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3.2. Zum instrumentellen und relationalen Verstandnis

Welche Teildialoge geben nun Hinweise auf instrumentelles oder relationales Verstindnis? Instrumen-
telles Verstdndnis bedeutet im Sinne von Skemps Metapher, dass mit Hilfe eines festen Plans ein Weg
gegangen wird, ohne Warum-Fragen beantworten zu konnen. Wenn man nun die erdachten Dialoge der
Schiilerinnen und Schiiler betrachtet, so kann natiirlich nicht aus dem Fehlen der Beantwortung einer
Warum-Frage geschlossen werden, dass der Schreibende dazu nicht fahig wére. Dennoch gibt die Art
und Weise, wie ein Thema besprochen wird, einen Hinweis darauf, ob bei einer Erkldrung eher das in-
strumentelle Verstindnis oder das relationale Verstindnis eine groflere Rolle spielt. So konnen solche
Stellen als Hinweis auf relationales Verstindnis verstanden werden, an denen eine Schiilerin oder ein
Schiiler nicht nur eine ,,Anleitung* erklért, wie etwas auszurechnen ist, sondern wenn die Protagonisten
zusitzlich Zusammenhénge zwischen beispielsweise mathematischen Verschriftlichungen, verschiede-
nen Begriffen oder unterschiedlichen Darstellungen erldutern.

Zwei Teildialoge lassen den Unterschied zwischen reiner Anleitung und Anleitung mit Erkldrung von
Zusammenhidngen gut erkennen. Beide Lernende beschiftigen sich mit der Frage der Einheitenberech-
nung. Beide beginnen auch mit einer Wie-Frage, jedoch unterscheiden sich ihre Antworten. Im ersten
Teildialog wird die Frage nach der Einheitenberechnung auf die folgende Weise beantwortet:

,»Du nimmst die y-Achse durch die x-Achse. Wenn wir zu unserem vorherigen Beispiel
zuriickgehen, dann sind die km fiir Kilometer unsere y-Achse und die h fiir Stunde unsere
x-Achse. Somit bekommst du die Einheit Kilometer pro Stunde => km/h.*

Diese Erklirung liest sich wie eine Anleitung, die zu der richtigen Einheit fiihrt. Jedoch wird auch im wei-
teren Verlauf dieses Dialoges keine Warum-Frage dazu geklirt. Es ist beispielsweise aus der Erkldrung
nicht ersichtlich, warum es ,.die y-Achse durch die x-Achse™ sein muss und nicht etwa umgekehrt.

Im zweiten Teildialog eines anderen Lernenden (siehe Abb. 4) wird die Wie-Frage nach den Einheiten
auf andere Weise beantwortet:

,.51: Ich verstehe nicht wie du auf die Einheit kommst.

S2:  Du dividierst ja den zuriickgelegten Weg durch die bendtigte Zeit. Daher die Einheit
m/s.

S1: Ich verstehe es iiberhaupt nicht.

S2: Ich schreibe es dir auf. Die Rechnung lautet w Wenn man die Rechnung ober-
halb des Bruchstriches ausrechnet kommt man auf 7;731

S1:  Wenndu 75 durch 3 dividierst kommst du auf 25 aber wenn du Meter durch Sekunden
dividierst bekommst du kein Ergebnis. Deshalb musst du m/s hinschreiben.

S2:  Also steht der Bruchstrich bei m/s fiir eine Division?

S1: Genau. (...)¢

In diesem Dialog bezieht sich die Erklidrung auf den konkreten Rechenweg bei der Ermittlung des Diffe-
renzenquotienten. Es ist also nicht nur eine Anleitung, wie die Einheit berechnet wird, sondern es wird
auch erklart, warum diese Vorgehensweise Sinn ergibt.

Ein anderes Beispiel, das als Hinweis auf relationales Verstindnis gesehen werden kann, ist die oben
erwihnte Erkldarung in Abbildung 3, die den Differenzenquotienten mit der Steigung der Sekantenfunkti-
on in Verbindung bringt, indem entsprechende Zusammenhénge ausfiihrlich mit Hilfe von Graphen und
Termen erldutert werden. Weitere Lernende erkldren auch, warum sich der Differenzenquotient auf ein
Zeitintervall und der Differentialquotient auf einen Zeitpunkt bezieht, indem sie sich auf den Rechenher-
gang beziehen und dies im jeweiligen Kontext interpretieren.

3.3. Lernschwierigkeiten

Lernschwierigkeiten werden unter anderem durch Fragen sichtbar, die die Schiilerinnen und Schiiler
selbst aufschreiben und zum Teil auch beantworten. In diesem Fall muss der Schreibende nicht selbst die
Schwierigkeit gehabt haben, die ein Protagonist aufweist. Es kann auch sein, dass etwas im Unterricht bei
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Abbildung 4: Ausschnitt aus einem erdachten Dialog, bei dem erklért wird, warum die Einheiten auf
welche Weise gewdhlt werden.

anderen beobachtet wurde und im eigenen erdachten Dialog dann verarbeitet wird. Der zweite Fall, dass
beide Protagonisten das gleiche Verstdndnisproblem aufzeigen und dies nicht geldst wird, ist dagegen
ein Zeichen dafiir, dass der Schreibende selbst diese Lernschwierigkeit hat.

Eine in den erdachten Dialogen dieser Klasse hiufig auftretende Lernschwierigkeit ist, dass das Wort
,durchschnittlich® oder ,,mittlere” im Zusammenhang mit Anderungsraten oder im Anwendungskontext
beispielsweise bei Geschwindigkeiten vergessen wird, wie in dem folgenden Dialogausschnitt zu lesen
ist:

,»,Man rechnet mit dem Differenzenquotienten die Verdnderung der Wasserhohe in Abhiingig-
keit von der Zeit aus. Das Wasser kann entweder steigen oder fallen.”

Im folgenden Dialogverlauf wird das ausgelassene Wort ,,durchschnittlich® nicht erwéhnt. In erdachten
Dialogen anderer Lernender spricht dagegen ein Protagonist explizit an, dass das Wort ,,durchschnittlich*
nicht vergessen werden diirfe.

Weitere Lernschwierigkeiten sind, dass die gewihlte Funktion nicht zum Anwendungskontext passt oder
dass Funktionen im Anwendungskontext falsch interpretiert wurden, beispielsweise indem statt von der
Weg-Zeit-Funktion von der Geschwindigkeitsfunktion gesprochen wird. Schliellich werden in den Dia-
logen begriffliche Ungenauigkeiten oder Verwechslungen sichtbar, beispielsweise, wenn von ,,absoluter
Anderungsrate” gesprochen wird. Der Lehrer selbst reagierte auf die in den erdachten Dialogen auftre-
tenden Lernschwierigkeiten in der Form, dass er dieses Thema mehrfach wiederholen wollte, sowohl im
Unterricht als auch in Schularbeiten.

3.4. Rickmeldungen der Schiilerinnen und Schiiler

Die schriftlichen Riickmeldungen der Schiilerinnen und Schiiler zu der Frage, was ihnen wihrend des
Schreibens des Dialoges bewusst geworden ist, waren iiberwiegend positiv. Von allen 73 abgegebenen
Riickmeldungen aus vier Klassen benannten 84,4% der Schiilerinnen und Schiiler positive Effekte fiir das
eigene Lernen. Aus der Klasse, die hier im Fokus ist, gab es keine negativen Riickmeldungen. Bei ande-
ren Klassen dieses Projektes gab es durchaus Schiilerinnen und Schiiler, denen diese Art des Schreibens
im Mathematikunterricht schwerfiel. Insbesondere du3erten manche, dass das Schreiben fiir sie mit kei-
nem Lernzuwachs verbunden war. So schrieben beispielsweise zwei Lernende aus einer anderen Klasse
der 11. Jahrgangstufe:
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,-Bs dauert lange, aber es entsteht eine gute Zusammenfassung des Erlernten. Ich bevorzuge
aber lieber andere Lernmethoden.*

,Ich finde es war relativ unndtig und dass ich mich gleich gut wie vorher auskenne.*

In der Klasse, die in diesem Artikel im Fokus ist, duBern sich die Schiilerinnen und Schiiler einerseits
zum Erklédren selbst, andererseits zum Verstehen: Einige beschreiben, dass ihnen durch das Schreiben
des Dialogs bewusst geworden sei, was sie verstanden hitten oder was nicht, wie beispielsweise dieser
Lernende:

,,Mir personlich hat die Aufgabe sehr weiter geholfen. Beim Schreiben dieses Dialoges habe
ich nicht nur den ganzen Stoff beziiglich Differenzenquotient noch einmal wiederholt, son-
dern mir ist auch bewusstgeworden, dass ich manche Sachen nicht sehr gut erklidren kann
und manches noch nicht ganz verstehe.*

Weitere andere Themen waren, dass die Wiederholung oder Zusammenfassung des Stoffes als positiv
empfunden wurde, dass sich das Verstindnis verbessert habe oder Wissen verinnerlicht worden sei.

Beim Thema Erklédren beschrieben manche, dass es ihnen geholfen habe, etwas in Worte zu fassen.
Anderen sei bewusst geworden, wie schwer das Erkliren sei. Dies ist in dieser Riickmeldung zu lesen:

»Wihrend des Schreibens meines Anfangsdialoges ist mir bewusst geworden, wie schwer
es eigentlich Lehrer haben. Es fiel mir schwer, das Thema verstidndlich zu erkliren denn
zwischen ein Thema verstehen und es erkldren zu konnen, liegen Welten. Ein Beispiel hatte
ich ziemlich schnell gefunden und auch eine Idee wie ich es am besten erklidren kann aber
ich konnte es nicht in Worte fassen.*

Es ist interessant zu lesen, dass dieser Lernende einen Unterschied macht zwischen ,,ein Thema ver-
stehen und ,,es erkldaren zu konnen“. Eine mogliche Erklarung fiir diesen empfundenen Unterschied
ist, dass das Bearbeiten einer Aufgabe zum Teil nur instrumentelles Verstindnis erfordere, wohingegen
relationales Verstindnis in grolerem MaBle nétig ist, um Warum-Fragen erkldren zu konnen. Ist das in-
strumentelle Verstindnis stirker ausgeprigt als das relationale, kann ein Lernender beim Erkldren von
Warum-Fragen merken, dass das vorherige Wissen nicht ausreicht, und er konnte sagen: ,,Ich verstehe es
(instrumentell), aber ich kann es nicht erkldren (relational)“. Natiirlich kénnen die Schwierigkeiten im
Erkldren auch darin liegen, den Sachverhalt so in Worte zu fassen, dass ihn ein gedachtes Gegeniiber gut
versteht, selbst wenn dem Lernenden viele Zusammenhédnge im Sinne des relationalen Verstdndnisses
bereits bewusst sind.

Dass diese Methode zumindest bei dem folgenden Lernenden zu einem besseren Verstindnis fiihren
konnte, ist aus folgendem Kommentar zu entnehmen, in dem wieder ein Unterschied gemacht wird zwi-
schen dem Losen einer Aufgabe und dem Erkléren:

,Bine Aufgabe selbst zu 10sen, ist in den meisten Fillen viel einfacher, da man sich nicht
so viele Gedanken dariibermacht, doch wenn man sie jemandem anderen erklirt, muss man
sich selbst viel intensiver damit auseinandersetzen, damit man Erkldrungen parat hat. In
den meisten Fillen versteht man dadurch die Aufgabe selbst besser. Ich habe also auch den
Eindruck, dass ich beim Verfassen des Dialogs etwas dazugelernt habe.*

Hier kann es sein, dass das bessere Verstindnis der Aufgabe, so wie oben beschrieben, daher kommt,
dass durch den Prozess des Erklidrens dem Lernenden Zusammenhénge klarer wurden.

4. Zusammenfassung

Die oben genannten Auswertungen zeigen, dass die Schiilerinnen und Schiiler mit den erdachten Dialo-
gen angeregt wurden, sich in besonderem Maf3e mit Warum-Fragen zur Analysis zu beschiftigen, diese
selbst zu stellen und zu beantworten. Betrachtet man Skemps Metapher des ,,mentalen Stra3ennetzes™, so
bezogen sich die Warum-Fragen einerseits auf ,,Orte auf der Karte* und deren Zusammenhang und ande-
rerseits auf das konkrete ,,Abschreiten von Wegen*. Die Erkldrung der Schiilerinnen und Schiiler waren
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zum Teil wie Anleitungen im Sinne des instrumentellen Verstindnisses zu lesen, andere konnten durch
das Nennen von analytischen Zusammenhéngen als Hinweise fiir relationales Verstidndnis aufgefasst
werden. Lernschwierigkeiten, wie das Auslassen des Wortes ,,durchschnittlich oder wenn Funktionen
nicht zu den genannten Kontexten passten, wurden sichtbar und konnten auf diese Weise im folgenden
Unterricht aufgegriffen werden.

Aus den Riickmeldungen der Schiilerinnen und Schiiler geht hervor, dass das Schreiben der erdachten
Dialoge dazu anregen kann, sich bewusst zu werden, was verstanden wurde und was nicht und dass
manche Lernende empfanden, dass sich ihr Verstdndnis verbessert habe. Das Erkldren wurde einerseits
als Schwierigkeit angesehen, hdufig im Gegensatz zum Losen von Aufgaben, andererseits wurde es aber
auch als Chance fiir das eigene Lernen begriffen.

Zusammenfassend kann man sagen, dass erdachte Dialoge nicht fiir jeden Schiiler oder jede Schiilerin
die Methode der Wahl ist, aber dass sie ein zusétzliches Instrument zum Diagnostizieren des Lernstandes
jedes einzelnen und zum Vertiefen analytischer Zusammenhinge sein konnen.
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